PSL — Ecole normale supérieure — DMA — Master 1 — Processus stochastiques

Examen 2024/2025

Mercredi 22 janvier 2025, 9h00 - 12h00 (3 heures)
Documents et internet non autorisés
Il n’est pas nécessaire de tout traiter pour avoir 20/20

Exercice 1 (Diffusion et sauts — Les questions sont indépendantes).
Soit (NVy) seg, un processus de Poisson simple issu de 0 et d’'intensité A > 0, (Z;) ,en+ une suite de v.a.r. i.i.d. de loi y, et
(Bf) rer, un mouvement brownien réel issu de 0, trois ingrédients indépendants. Soit (X) ;cg, le processus défini par

Xi=Bi+ ). Z,.

1<n<N;

1. Calculer la fonction caractéristique de la loi de X; en fonction de ¢, 1, et p.

2. Déterminer le comportement asymptotique p.s. de X; quand ¢ — oo lorsque p a pour moyenne m # 0.
3. Montrer que X; — 0 quand ¢ — 0, p.s., et dans L?> quand g a un moment d’ordre 2.

4. Exotisme : déterminer les limsup et liminf p.s. de Nig,) quand ¢ — oco.

Exercice 2 (Probléeme de Dirichlet inhomogeéne, fonction de Green sur un domaine, champ libre gaussien).

Cet exercice est a la confluence des chaines de Markov, des martingales, et des vecteurs gaussiens.

Soit (X;,) ,en une chaine de Markov d’espace sur E au plus dénombrable, de noyau P, et de générateur L=P —1.
Soit Dc Eet D=DuUdD o dD ={y¢ D:3x e D,P(x,y) > 0} est son bord extérieur pour P.

Supposons que D et dD sont finis non-vides, et E¥(t) < oo pour tout x € D, o1 7 := inf{n € N : X,, € 4D} < oo.

1. Montrer que pour tous g: D — Ret h:D — R, la fonction f: D — R donnée par

flx) = [Ex(h(XT) - Z g(Xk)) est bien définie, et solution de

0<k<t

Lf=g surD
f=h surdoD’

2. Montrer que la fonction f de la question 1 est I'unique solution.

3. Soit Gp(x, y) le nombre moyen de passages en y, partant de x, avant de sortir de D.
Soit % I'’ensemble des fonctions D — R nulles sur 0D, identifiable a R” = RIP!.
Déduire de la question 1 que vus comme des opérateurs sur &,

Gp=-L".

4. Nous supposons dans la suite de I'exercice que (X},) ,en est irréductible et admet une mesure réversible .
Montrer que pour tout ¢ € &,

1
= 2 ML, e ) = 5 ) PR, Y (@) - o>
X,y X,y

5. En déduire que I'application bilinéaire suivante définit un produit scalaire sur & :

(@1, 92) €F x F — (=L1, @20 = — Y 1(X)L(x, )1 ()2 ().
xy

6. Soit ¢ la loi gaussienne sur & de densité donnée a la constante de normalisation preés par
1
WeEF — exp(— §<_L‘/’"p>u)'

En déduire que la matrice de covariance de ¢ est donnée par Cov(x, y) = Gp(x, y)/u(y).

7. Montrer que dans le cas de la marche aléatoire simple sur E = Z%, d = 1, la densité précédente s"écrit

@ — exp ( - Z (p(x) - (p(y))z) pour une constante > 0 a déterminer.
x~y
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Probléme 1 (Renforcement). Considérons deux chemins distincts a et § reliant les mémes points de départ et d’ar-
rivée, empruntés par des passants successifs. Pour chaque instant n € N, le chemin emprunté lors du n¢ passage est
codé par une variable aléatoire X, a valeurs dans {a, B}. Lattractivité des chemins « et § pour déterminer le (n + 1)¢
passage est codée par des variables aléatoires A, et B,. Fixons Xy dans {a, 8}, Ag = By = 1, et donnons nous une
fonction r: (0,00) — (0,00) telle que r(x) = x pour tout x > 0. Nous modélisons (X},) ,en €N posant, pour tout nz € N,

((X, r(An);Bn) si U}’l+1 < —0
(ﬂ’Any r(Bn)) si Un+1 >

A,
A,+B, +B
(Xn+1rAn+1,Bn+1) = { n’
An+B, +B ’

ol (Uy+1) nen €St une suite de variables aléatoires i.i.d. de loi uniforme sur [0, 1]. Notre but est d’étudier le comporte-
ment asymptotique quand n — co du nombre de passages par les chemins a et § al'instant n :

n n
Sn(@) =) Uix=ar et Su(B) =) lixe=p;
k=1 k=1

Nous adoptons la convention Sp(a) =0 et So(f) = 0. Nous avons S, (@) + S, () = n pour tout n € N.

1. Absence de renforcement : nous supposons que r(x) = x pour tout x > 0.
(a) Montrer que S(a) et S(B) sont des marches aléatoires sur N d’'incréments de loi symétrique sur {0, 1}.
(b) Montrer que presque stirement, S, (a)/n—1/2 et S,(B)/n — 1/2 quand n — co.
(c) Montrer que S(a) — S(B) est une marche aléatoire sur Z d’incréments de loi symétrique sur {—1, 1}.
(d) Endéduire quelim ___ |S,(a) - S,(B)| = 0 presque stirement.

2. Renforcement linéaire : nous supposons que r(x) = 1 + x pour tout x > 0.
(a) Montrer que A, =1+ S,(a) et B, =1+ S,(B) pour tout n e N.
(b) Montrer que M,, = 1+S"(“)

(c) Montrer que cette martlngale converge p.s. vers une v.a. My, a valeurs dans [0, 1].

définit une martingale pour la filtration canonique de la suite U.

(d) Montrer que M, suit la loi uniforme sur { i;’; O0<k=< n} et en déduire la loi de M,
3. Renforcement géométrique : nous supposons que r(x) = px pour tout x > 0, ou p > 1.

(a) Montrer que A, = ps"(“) et B, = ps"(ﬁ) pour tout n € N.

(b) Soit A, =S,(a)—Sx(B), et F, =0 (Uy,...,Uy), Uy = 0. Montrer que pour tout n € N,

1Al
- __r" A1 F) = —
PUARa = 1801+ 11F0) = 1 + Al U200+ Nia =0 €t PlAnsrl =1An1 = 11Fp) = 7 ¥ A Tia,0-

(©) Soit f:N— Rtelle que f(1) = f(0) et o’ (f(£+1) = f(€)) = f(£) — f(£ 1) pour tout £ > 1.
Montrer que (f(IAx])) e €St une sous-martingale.

k(k+1)

(d) Considérons a partir de maintenant le cas ou f(0) =0et f(n) = Z,’C‘;é [ . pour tout n = 1.
Montrer que (f (|A])) e €5t une sous-martingale qui converge presque stirement.

(e) Montrer que lim;_. |A;| = co presque stirement.

(f) Montrer que pour tous N,d = 1, la probabilité que |A| soit croissante a partir du rang N, sachant que
|An| = d, ne dépend pas de N, et tend vers 1 quand d — oo.

(g) En déduire que presque stirement |A| est croissante a partir d'un certain rang (aléatoire).

(h) En déduire le comportement asymptotique de la suite (X,) ,en, presque stirement et en loi.

Richard Feynman: « Sans les mathématiques, la physique n'aurait été en retard que d’une semaine! »
Mark Kac: « Dieu a créé le monde en sept jours!»
-000-

2/2



PSL — Ecole normale supérieure — DMA — Master 1 — Processus stochastiques

Eléments de solution de 'exercice 1.

1. En utilisant les indépendances et le fait que B; ~ A4 (0, 1) et N; ~ Poi(1t), nous avons

. . . Nt
9x,(0) =% = E(POEEE 27 | N)) = @y (0, VIOE(@uO)) = ¢y 0,1y (V10)e ™M A4,

_ .2 _ o t(Z+20-¢,00)
Comme ¢_4(o,1)(0) =€~ 2z, celadonne ¢x, (0) =e '\ 2 u .

. LaLGN pour B, N, etla suite i.i.d. Z donnent (notons que N; > 0 pour ¢ assez grand p.s. en fait Ny — +oo p.s.)

Xt_Bt+N,;Zl+---+ZNt p.s.
t ot ot N, t—oco

0+ Au.

Par conséquent, comme p # 0, il vient que X; ~ tAu converge vers +o0o ou —oo en fonction du signe de p.

. Onalim;_q N, =0 p.s. (continuité a droite ') et lim;_.o B; = By = 0 p.s. (continuité) d’ot1 lim,_o X; = 0 p.s.
On aE(B?) = ¢ — 0 quand ¢ — 0 donc B; — 0 dans L?. D’autre part, si 4 a une moyenne m et une variance o>

alors X, — B, — 0 dans L? car par conditionnement et indépendance,

E((X; - B)?) = [E([E(( Y Zk)z | N,)) =E(N:(0” + m*) + Ne(N; = Dm?) = At(0” + m?) + (A1) m? —0.
1<k<N;

. Une consequence de la loi du zéro-un de Blumenthal est que hm;_.oo |Bf| = +00 p.s. Comme lim;_.oo N; = +00

p.s., il vient que hmt_,ooN| B,| = 0o p.s. Nous avons également lim,  __|B;| = —oo p.s. Comme par ailleurs ¢ —
B est continue p.s., le théoreme des valeurs intermédiaire 1nd1que que {t: B; = 0} est non borné, p.s. donc
lim,_ _|B:|=0p.s. Comme inf;>9 Ny = Np =0, il vient que lim,_ __ Nig,| =0 p.s.

Fléments de solution de I'exercice 2.

1. Comme D est borné, les fonctions % et g sont bornée, et comme E*(7) < oo pour tout x € D, tandis que nous
avons |h(X;) =Y o<k« EXi) < 1 hlloo + 1 glleoT, il Vient que f est bien définie.

Sixe€0dD, alors T =0 et donc f(x) = h(x).

Soit a présent x € D. La définition de dD donne 7 = 1 sur {X;, = x}. La propriété de Markov faible donne

E (X)) = ¥ E(hX) o) = ¥ B (hX0)P(,9)
yeD yeD

et

(Y gx0)=gw+ LE( Y gXolx=p)=gw+ LE( ¥ gxo)Pey),

O<k<t yeD 1<k<t yeD O<k<t

d’oty, en faisant la somme, f(x) = —g(x) + (Pf)(x), c’est-a-dire (P -I)(f)(x) = g(x).

. Si f est une autre solution, alors par linéarité, L(f — f) = 0 sur D et f — f = 0 sur D. Par unicité de la solution du
probleme de Dirichlet homogene (sans second membre) vu en cours: f — f =0 sur D. Il est également possible
de répéter la preuve de cette unicité, voici deux méthodes pour y parvenir :

— Unicité en utilisant le principe du maximum. Soit donc f solution avec 1 = 0 et g = 0. Comme D est fini, f
atteint son maximum sur D. Il suffit d’établir que f ne peut atteindre son maximum que sur 0D. Car dans
ce cas, par symétrie, il en sera de méme pour le minimum, or f 0 sur aD, d’oi1 f = 0 sur D. Supposons
donc qu'il existe x € D tel que f (x)=M:= =max ., f (»). Comme f est solution, il vient, pour tout n =1,

M=fx) =Y Pa,yfm=Y P,Nfy) =Y P"(xyf(y) <MP"(x,D).
yeD yeD yeD

Or comme 7 < oo p.s. il vient que P"(x,dD) > 0 pour n assez grand, donc P"(x, D) < 1, d’ol1 la contradiction.

1. Alternativement, si 77 ~ Exp(A) est le premier temps de saut de N, alors Ny = Ny =0si ¢t < T7, et T1 >0 p.s. car 71 ~ Exp(1).
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— Unicité en utilisant une martingale. Soit f une solution avec h = 0 et g = 0, prolongée par 0 en dehors de D.
Comme D est borné, f est bornée, et d’apres le cours, le processus (M) ,en, My = f(Xn) Y 0<k<n L(f) (X)),
est une martingale. Considérons le cas ou Xy = x € D. La définition de T donne alors X; € D pour tout
0<k<nATt,etcomme L(f) =0 sur D, il vient que Myx; = f(Xn) Or f est bornée et 7 < co ps. donc par le
théoréme d’arrét de Doob, f(x) EX(My) =E* (M), et M; = f(XT =0 car f 0 surdD, dou f(x)

3. Sih=0et g= -1y, alors f(x) = E*(Xo<k<r lix,=y)) = Gp(x,y), dott —=LGp (-, y) =1y, et Gp(-, y) = 0 sur 0D.
On parle de fonction de Green (d’ot1la notation) et de conditions au bord de Dirichlet. Lensemble des fonctions
D — R qui s'annulent sur 4D s'identifie avec R” = RIP!, dont la base canonique est formée par 1y, y € D.

Alternativement, comme Gp(x, y) = E* (X<« Ix,= y), il vient que pour tous g: D —Ret x € D,

G0 = Y. F( ¥ Tpxemp s =F( ¥ gX0)=-f)

yeD 0O<k<t O<k<t

ou f estsolution du PD avec & = 0, tandis que (Gpg)(x) =0si x € dD. Donc LGpg = -Lf = —-g. Donc Gp = LL.
4. Comme P(x,y) =L(x, y) si x # y, il vient que
Y uOP, Y (@(x) — () = Y u(OLx, ) (@(x) — p(1))?
X,y X,y
=Y pOL(x, Pp(0* =2 p(Lx, Pe)e() + Y px)LEx, Y)e()?
X,y X,y X,y
= ¥ p0)( L L )02 -2 Y poLex, e@e) + Y u) L Ly, 0 o)
X y Xy y x
=0-2Y pLX, e)y) -
Xy

ol la réversibilité a été utilisée pour traiter le troisiéme terme comme le premier.

5. Lapositivité vient de la question précédente. La symétrie vient de la réversibilité. Rester a démontrer la définie-
positivité. Comme la chaine est irréductible et u est invariante, il vient que p(x) > 0 pour tout x. Donc si ¢ € &
vérifie (=L, @), =0, alors ¢(x) = ¢(y) pour tous x, y tels que P(x, y) > 0. Or comme P(x, y) est irréductible, il
vient que ¢ est constante, et comme ¢ s’annule sur dD, cela donne ¢ = 0.

6. Nous avons pu(x)L(x, y) = DL(x, y), ou D(x, y) = u(x)1x=) (matrice diagonale diag(u(x) : x € D). La matrice de
covariance de ¢ est donc donnée par (-DL)7L. Or d’apreslaq. 3, L !=Gp,d ot (-DL)"' =GpD~L.

(GoD™)(6,) = Gp(6, ) /p() ot Gpx,y) =F*( ¥ Tixey).

0<k<rt
La loi ¢ décrit un champ aléatoire sur D, le champ libre gaussien discret (Discrete Gaussian Free Field).
Cela peut étre vu comme un modele d’interface aléatoire, et ¢ comme fonction de hauteur.

7. Pour la marche aléatoire simple (X},) ;;en Sur E = 79 L(x, y) = ﬁﬂ x~y — Tx=y, il y a bien irréductibilité, la mesure
de comptage est réversible, d’ot1 la formule, avec 4 = ;; ol @ > 0 est la valeur prise pas y sur chaque état.

Fléments de solution du probleme 1 (Renforcement, tiré d'un texte de Thierry Lévy).
Nous reconnaissons des urnes de Pélya a peine déguisées.

1. Absence de renforcement : nous supposons que r(x) = x pour tout x > 0.
(@) (An)nso et (Bn) o sont constantes et égales a 1, et Ag/(Ag + By) = 1/2.
(b) Loi forte des grands nombres pour des v.a. i.i.d. de loi de Bernoulli;
(c) Découle de la réécriture avec (Up) ;1.

(d) C’estune chaine de Markov irréductible récurrente : presque stirement chaque état est visité une infinité
de fois, et en particulier I'état 0 (la marche revient en 0 presque stirement).

2. Renforcement linéaire : nous supposons que r(x) = 1 + x pour tout x > 0.
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(a) Se démontre par récurrence sur n.
(b) 1l suffit d’écrire

E(1+Sp+1(@) [ &) =14+ Sp(a) + E(Nix,, =a | Fn)
=1+S,(a)+ [E(H{Un+1s 1+:f2(a]})
1+S,(a) 1+ Sy (a)

=1+S@)+ ———=2+(n+1))———,
n+2 2+n

(c) Lamartingale prend ses valeurs dans [0, 1]. Elle est donc bornée dans L?, donc converge p.s. et dans L?. En
fait la bornitude a lieu dans L pour tout p donc la convergence a lieu dans L” pour tout p. Alternative-
ment, il est possible d’évoquer le théoréme de convergence p.s. des sous-martingale bornées dans L' ou
des surmartingales positives. Dan tous les cas, la convergence p.s. assure que la limite est dans [0, 1] p.s.

(d) Larécurrence n'est pas difficile. La convergence en loi fait le reste.
3. Renforcement géométrique : nous supposons que r(x) = px pour tout x >0, ot p > 1.

(a) Parrécurrence.A lasuite de chaque tirage de boule dans I'urne, on modifie 'urne de sorte qu’elle contienne
exactement p fois le nombre de boules de cette couleur.

(b) PrOVient de An+1 = An + ﬂ{UnSl/(1+p’A”)} - H{Un>1/(1+p7A”)};
(c) Provient du fait suivant : E(f (|An+1D) [ %) = fUARD + Tia, =0y = FUARD,

(d) Comme f estbornée, il en découle que la sous-martingale f(JA|) est uniformément bornée : elle converge
donc presque sirement (et en moyenne).

(e) Comme f estinjective et comme |A| prend ses valeurs dans N, les valeurs prises par f(JA[) sont discreétes,

et comme |A| n'est pas constante a partir d'un certain rang, f(|Al) converge p.s. vers le seul point d’accu-
_ k(k+D) <. R
2 .D’ollim,_ |A;| = co presque sirement.

mulation de f(N) qui estlimp— f(1n) =¥72, 0

(f) Pour tous N, d =0, la probabilité que |A| soit croissante a partir du rang N sachant que |Ay| = d vaut

o0
1
P(Vn=N:|A =|A,l+1]|IANl=d) = =:1pg.
( [Aps1l =[Apl+1[|ANl=d) klzldl"'P_k Pa

La probabilité p; ne dépend pas de N et vérifie p; /' 1 quand d — oo.
(g) La probabilité que |A| soit croissante a partir d'un certain rang (aléatoire) s’écrit

PAN=0,Yn=N:|Apt1l=1A,1+1) =supP(Vn=N,|Ap41l=1AL1+1)
N=0

oo
=sup Z paP(AN|=d).
N=04=0

Orpourtoutd =0, onalimy_..P(|Ay| = d) = 0 car nous savons que presque stirement limpy_.o, |A x| = co.
Par conséquent, pour tout D =0,

o0 (e.9)
sup ) paP(Anl=d)zsup ) psP(AN|=d) = pp.
N=04=0 N=04=D

Comme pp — 1 quand D — oo, il en découle que p.s. (|A]) ;> est croissante a partir d'un certain rang.

(h) La question précédente implique que presque stirement X est absorbée par « ou . La loi limite de X est
une loi de Bernoulli symétrique par symétrie du modele et des conditions initiales.



